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1. (6 points) Soit L = (R?,n) un langage polyadique du premier ordre, o R est un prédicat
a deux places et n est une constante. Soient 1, I, deux structures d’interprétation pour L,
composées comme suit :

Dl - {17273}711 - {Dh {(172)7 (2’?’)7 (173)}72}

D2 = {47 57 6}, 12 = {D27 {(47 5)7 (5’ 6)? (47 6)}7 6}
Trouver

(a) Un énoncé qui est satisfait par /1, mais pas par Is.

Solution : Jdx Rnx

(b) Un énoncé qui est satisfait par I, mais pas par I;.

Solution : —dz Rnx

(c) Un énoncé qui est satisfait par les deux.

Solution : Jx3dy Rxy

2. (6 points) Soit £ le langage avec symboles de prédicats P et () d’arité 1, et symbole de fonc-
tion f d’arité 2. Soit M la L-structure dont le domaine est N et telle que P = {2n|n € N},
QM = {2n+1|n € N} et fM(n,m) = n+ m. Dire si les formules suivantes sont vraies dans

M

(a) VaVy(Px V Py)

(b) VaTy(P(z) A Q(y))

(c) VaVy(P(x) A P(y)) = P(f(z,y))



Solution :

(a) Fausse. On peut considérer la valuation o telle que o(z) = 1 et o(y) = 3. Alors

M, o ¥ PxV Py.

(b) Fausse.On peut considérer la valuation o telle que o(z) = 1. Alors M, o ¥ Jy(P(x)A
Q(y))-

(c) ArtENTION la formule telle qu’elle est écrite est fausse (prendre la méme valua-
tion qu’en (b)). Beaucoup ont intérpreté la formule comme VaVy((P(x) A P(y)) —
P(f(x,y))) qui est vraie. J’ai accepté les deux.

VaVy((P(z) A P(y)) — P(f(z,y))) est vraie dans M. Soit en fait o une valuation
quelconque. Alors M, o E VaVy((P(x) AP(y)) — P(f(x,y))) ssipour tout n,m €
N,sin € PMetm € PM, alors n +m € PM. Or,sin € PM, alors n = 2k pour

un certain k£ € N. De méme, si m € PM, alors m = 21 pour un certain [ € N. Donc
n+m=2(k+1) e PM,

3. (6 points) Montrer la conséquence logique, ou donner un contre-exemple :
(@) VeFx,Ve(Fr — Gz) EVaGr
(b) Vx (Px Vv Qx) ¥ (Vz Pz V Vz Qx)

Solution :

(a) Soit M une L-structure et o une valuation telles que M,o F VeFx et M,o F
Vx(Fx — Gx). Alors, pour toute variation ¢’ de o, ona M, 0’ F Frx et M,o' E
Fxr — Guz. Ce deuxiéme fait implique, par définition, que soit M, o’ ¥ Fz, soit
M, o' F Gz. Comme on sait que M, ¢’ F Fz, on a donc M, ¢’ E Gz pour toute
variation ¢’ de o. Alor, par définition, M, o F VzGx.

(b) On montre que la conséquence logique est fausse en donnant un contre-exemple.
Soit M une L-structure avec M = {1,2}, PM = {1} et QM = {2}. Alors M, 0 &
Vo (Px V Qz), mais M, o ¥ (Vo Pz V Vz Qx).

4. (2 points) Montrer quesiI'F Aet {A}UAF B,alorsTUAF B

Solution : On veut montrer que tout modele de I' U A est modele de B. Soit M une
L-structure et o une valuation telles que M,oc E ' U A. Alors M,oc E et M,0 F A.
Par hypothese, tout modéle de I' est modele de A, et donc M, 0 F A. On a donc M,o F
A U {A}, et par hypothése M, o E B.
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